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ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПРОБЛЕМЫ СНИЖЕНИЯ РАЗМЕРНОСТИ ПРИЗНАКОВОГО 

ПРОСТРАНСТВА В ЗАДАЧАХ КЛАССИФИКАЦИИ 

Х.Ш. Рашидов 

НИИ Цифровых технологий и искусственного интеллекта базовый докторант 

Аннотация: В статье рассматриваются вопросы формализации проблемы снижения 

размерности признакового пространства в задачах классификации данных, а также 

приведены результаты анализа наиболее известных эвристических методов выбора 

признаков. Определены дальнейшие направления исследований по созданию новых 

методов снижения размерности пространства признаков в задачах классификации. 

Ключевые слова: Классификация данных, признаковое пространство, выбор 

признаков, 

критерий информативности, оптимальный набор признаков. 

 

При решении большинства практических задач классификации возникает 

необходимость отбора признаков из-за наличия в данных бесполезных и дублирующих друг 

друга признаков, приводящих к необоснованному усложнению моделей алгоритмов 

классификации. Стремление специалистов предметных областей учесть как можно больше 

характеристик и свойств изучаемых объектов приводит к появлению избыточных 

признаков, отрицательно влияющих на быстродействие алгоритмов. Поэтому проблема 

отбора признаков (features selection) и в настоящее время остается актуальной, о чем 

свидетельствует большое количество публикаций по этой проблеме, появляющихся в 

последние годы (например, [1,2,3]). 

Снижение размерности исходного пространства признаков в задачах анализа данных 

представляет по существу переход от исходной системы признаков 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁) к 

новой системе 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧ℓ), включающей меньшее число признаков (ℓ < 𝑁), чем 

исходная система. Обычно новые признаки формируются в виде функций от исходных 

признаков, т.е. 𝑧 = 𝐹(𝑥), путем решения оптимизационной задачи. Последняя заключается в 

нахождении такой системы признаков 𝑧, при которой  

 

𝐼(�̃�) = 𝑚𝑎𝑥
𝐹∈𝛺

{𝐼(𝑧)}.     (1) 

 

Здесь 𝐼(𝑧) − заданная мера информативности ℓ-мерной системы признаков 𝑧, а 𝐹 − 

класс допустимых преобразований исходных признаков 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 , который в общем 

случае может быть представлен одним из следующих типов преобразований: линейный, 

нелинейный, дискретный, непрерывный, логический. Следует отметить, что конкретный 
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выбор меры информативности 𝐼(𝑧) и класса допустимых преобразований 𝐹 приводит к 

конкретному методу снижения размерности. 

Таким образом, снижение размерности исходного пространства признаков можно 

интерпретировать как отображение N-мерного вектора 𝑥 в ℓ-мерный вектор 𝑧, которое в 

общем случае можно представить как 𝑧 = 𝐹(𝑥), где 𝐹 -допустимое преобразование, а  ℓ ≤ 𝑁.  

Обычно используют два варианта преобразования исходного пространства 

признаков. 

Первый вариант преобразования можно представить системой функций 

 

{
 

 
𝑧1 = 𝑓1(𝑥

1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁),

𝑧2 = 𝑓2(𝑥
1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁),

………………………… . ,

𝑧ℓ = 𝑓ℓ(𝑥
1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁).

     (2) 

 

Здесь новые признаки 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧ℓ имеют вид функций (обычно линейных) от исходных 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 . При этом ℓ < 𝑁.  

Второй вариант можно представить системой функций  

 

𝑧𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥
𝑖); 𝑖 = 1,𝑁,     (3) 

 

𝑓(𝑥𝑖) = {
0, если признак 𝑥𝑖 исключается;

1, если признак 𝑥𝑖 оставляется.
 

 

В этом случае новая система признаков формируется как подмножество множества 

исходных признаков. 

Методы, основанные на использовании преобразований типов (2) и (3), называются 

методами снижения размерности исходного пространства признаков.  

Далее рассматриваются наиболее известные методы снижения размерности, 

основанные на использовании преобразования типа (3) и ориентированные на решение 

задач классификации. Эти методы называются методами выбора признаков. 

Ранее было отмечено, что методы выбора признаков основаны на использовании 

преобразования типа (3), при котором новый признак 𝑧𝑚 в системе 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧ℓ) 

представляется одним из исходных признаков 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 , т.е. 𝑧 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁), ℓ < 𝑁. Для 

задачи распознавания образов определение нового набора признаков 𝑧  обычно связано с 

оценкой качества классификации. Причем, согласно [4], при малых выборках поиск такого 

набора можно производить, основываясь на минимизации верхней границы или 

математического ожидания ошибок классификации при контроле. Известно также [5], что 

данные ошибки могут характеризоваться величиной критерия качества разбиения классов 



 

 

249 
  

 

    RAQAMLI TEXNOLOGIYALARNING 
   YANGI O‘ZBEKISTON RIVOJIGA TA’SIRI 

  Xalqaro ilmiy-amaliy konferensiyasi 

в отобранном наборе признаков или величиной ошибочно расклассифицированных 

объектов, если выбор признаков осуществляется для конкретного правила классификации. 

При рассмотрении методов выбора признаков далее будем предполагать, что качество 

(информативность) признаков и их наборов оценивается по одному из этих критериев. 

Задача определения оптимального набора признаков имеет относительно простое 

решение в условиях независимости исходных признаков 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 . В этом случае 

последние ранжируются по значениям критерия информативности каждого из этих 

признаков, и для заданного ℓ определяется наилучший набор �̃� = (�̃�1, �̃�2, … , �̃�ℓ), 

включающий первые ℓ наиболее информативных признаков ранжированного ряда. 

Подробное описание этого метода приводится в [6]. 

Ситуация существенно усложняется при коррелированности исходных признаков 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁: для определения наилучшего набора из ℓ  признаков необходимо сравнить все 

возможные 𝐶𝑁
ℓ  наборов из ℓ  признаков. Если ℓ не фиксировано, то количество вариантов 

достигает величины 𝑃 = ∑ 𝐶𝑁
ℓ𝑁

ℓ=1 = 2𝑁 − 1. 

Отсюда следует, что метод полного перебора хотя и гарантирует определение 

оптимального набора признаков �̃� = (�̃�1, �̃�2, . . . , �̃�ℓ), однако его можно использовать лишь 

при небольшом числе исходных признаков. 

В связи с этим обстоятельством в прикладных исследованиях обычно используются 

методы частичного перебора, позволяющие получить субоптимальный набор признаков 

при сравнительно малых вычислительных затратах. Согласно [6] среди них наиболее 

распространенными считаются методы, использующие процедуры последовательного 

отбрасывания признаков (алгоритм «последовательной селекции назад»), 

последовательного присоединения признаков (алгоритм «последовательной селекции 

вперед»), а также комбинации этих процедур.  

Результаты сравнительного анализа этих методов по вычислительным затратам 

приведены в [6], где показано, что в условиях представительной выборки процедура 

последовательного присоединения обеспечивает результаты, более близкие к 

оптимальному, чем процедура последовательного отбрасывания. Каждому из этих методов 

присущи свои недостатки. Например, при реализации процедуры последовательного 

присоединения нельзя отбросить признак, включенный в оптимальный набор на 

предыдущих шагах, а при использовании процедуры последовательного отбрасывания не 

учитывается статистическое влияние исключенных ранее признаков.  

Другим широко применяемым методом выбора информативных признаков является 

случайный поиск с адаптацией (метод СПА) [7,8], использующий псевдослучайный датчик 

для генерирования булевских векторов 𝜆 таких, где ∑ 𝜆𝑗𝑁
𝑗=1 = ℓ. При этом вероятность 

выпадения каждого из 𝑁 признаков в начале одинакова и равна 
1

𝑁
. Иными словами, на основе 

вектора вероятностей 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑁), где 𝑝𝑗-вероятность выпадения признака 𝑗, датчик 
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генерирует некоторый псевдослучайный вектор 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑁), 𝜆𝑗 ∈ {0,1}, 𝑗 = 1,𝑁; 

∑ 𝜆𝑗𝑁
𝑗=1 = ℓ, причем в начале 𝑝𝑗 =

1

𝑁
, 𝑗 = 1, 𝑁. Метод СПА осуществляет пошаговое изменение 

вектора вероятностей 𝑝 до тех пор, пока в нем не останется ℓ ненулевых компонент. 

На каждом шаге посредством псевдослучайного датчика с учетом текущего вектора 

вероятностей 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑁) генерируются 𝑘 векторов 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘 (по рекомендации 

автора 𝑘 = 10 ÷ 15). Среди них выбирается пара векторов 𝜆𝑚𝑖𝑛, 𝜆𝑚𝑎𝑥 на которых функционал 

𝐼(𝜆) принимает соответственно минимальное и максимальное значение. 

Далее производится изменение вектора вероятностей. Для каждой 𝑗, равной единице, 

соответствующая компонента вектора вероятностей уменьшается на некоторую величину 

ℎ <<
1

𝑁
, называемую штрафом, если последняя не становится отрицательной. В противном 

случае уменьшение выполняется до нуля. 

В то же время этому методу присущи свои недостатки. Например, неизвестно, как его 

использовать при конкурирующих группах признаков. Кроме того, в условиях малой 

обучающей выборки решения, полученные с помощью этого метода, могут быть 

статистически неустойчивыми. 

Рассмотренные методы выбора признаков отличаются друг от друга способом 

организации перебора различных сочетаний исходных признаков. В то же время они 

обладают общей особенностью: каждый из этих методов может использовать для оценки 

качества признаков и их наборов различные критерии информативности. Однако такая 

универсальность порождает проблему выбора эффективного критерия, так как результат 

выбора признаков существенно зависит от используемого критерия информативности. 

В настоящее время разработано несколько методов выбора признаков, которые 

ориентированы на использование конкретного критерия информативности. Один из таких 

методов предложен и исследован в [9,10]. Суть его заключается в использовании меры 

важности исходного признака, представляющей собой обработанную надлежащим образом 

степень уменьшения так называемых «голосов» при удалении этого признака. Авторами 

метода эта мера названа информационным весом признака. Для определения 

информационных весов используются специальные вычислительные алгоритмы, которые 

позволяют учитывать взаимосвязи признаков. 

Интересный подход к выбору информативных признаков рассмотрен в [11]. В рамках 

этого подхода предложен ряд методов определения информативных наборов признаков с 

учетом ограничений, связанных с затратами на создание технических средств измерения 

этих признаков. Мера информативности последних задается критериями, основанными на 

использовании евклидового расстояния.  

Кроме того, для формирования критерия эффективности системы распознавания 

авторами [11] вводятся следующие меры близости между объектами: 
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𝑆𝑝(𝜆) = √
2

𝑚𝑝
⋅

1

𝑚𝑝−1
∑ ∑ 𝑑𝐸

2(𝑥𝑝𝑗, 𝑥р𝑡)𝜆
𝑚𝑝

𝑡=1

𝑚𝑝

𝑗=1
,     (4) 

 

характеризующая среднеквадратичный разброс объектов внутри данного класса 𝑋𝑝, 𝑝 =

1, 𝑘; 

 

𝑅𝑝,𝑞(𝜆) = √
1

𝑚𝑝𝑚𝑞
∑ ∑ 𝑑𝐸

2(𝑥𝑝𝑗, 𝑥𝑞𝑡)𝜆
𝑚𝑞

𝑡=1

𝑚𝑝

𝑗=1
,    (5) 

 

характеризующая среднеквадратичный разброс данной пары классов 𝑋𝑝 и 𝑋𝑞 , 𝑝, 𝑞 = 1, 𝑘; 𝑝 ≠

𝑞. 

В качестве алгоритма распознавания выбирается классификатор евклидового 

расстояния, определяющий величину  

 

𝐿(𝑥, 𝑋𝑝)𝜆 = √
1

𝑚𝑝
∑ 𝑑𝐸

2(𝑥, 𝑥𝑝𝑗)𝜆
𝑚𝑝

𝑗=1
,      (6) 

 

которая является среднеквадратичным расстоянием между распознаваемым объектом 𝑥и 

объектами класса 𝑋𝑝, 𝑝 = 1, 𝑘 по набору признаков, определяемому вектором 𝜆. Решающее 

правило этого классификатора состоит в следующем: 𝑥 ∈ 𝑋𝑝, если 𝐿(𝑥, 𝑋𝑝)𝜆 = 𝑚𝑖𝑛
𝑞=1,𝑘

𝐿(𝑥, 𝑋𝑞)𝜆.  

Рассматривая в качестве критерия эффективности системы распознавания 

функционал, зависящий в общем случае от функций (5), (6) и выбранного алгоритма 

распознавания (7), задачу определения информативного набора признаков можно свести к 

оптимизационной задаче 

 

𝐼1(𝜆) = 𝐼[𝑆𝑝(𝜆); 𝑅𝑝,𝑞(𝜆); 𝐿(𝑥, 𝑋
𝑝)] → 𝑒𝑥𝑡𝑟

𝜆
    (7) 

при  

 

𝐶(𝜆) = ∑ 𝐶𝑖𝜆𝑖
𝑁
𝑖=1 ≤ 𝐶0,      (8) 

 

где 𝐶𝑖-затраты на создание технического средства, предназначенного для определения 

признака 𝑥𝑖; 𝐶0-ресурсы, выделенные на создание технических средств наблюдений. 

В прикладных исследованиях обычно можно ограничиться решением 

оптимизационных задач для частных видов функционала    𝐼1, например, 

 

𝐼2(𝜆) = 𝑚𝑎𝑥
𝑡=1,𝑘

[𝑆𝑡(𝜆): 𝑅𝑝,𝑞(𝜆) ≥ 𝑅𝑝,𝑞; 𝑝, 𝑞 = 1, 𝑘] → 𝑚𝑖𝑛
𝜆

,  (9) 
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𝐼3(𝜆) = 𝑚𝑖𝑛
𝑝,𝑞=1,𝑘

[𝑅𝑝,𝑞(𝜆): 𝑆𝑡(𝜆) ≥ 𝑆𝑡
𝐶; 𝑡 = 1, 𝑘] → 𝑚𝑎𝑥

𝜆
,   (10) 

 

𝐼4(𝜆) = 𝑚𝑖𝑛
𝑝,𝑞=1,𝑘

[
𝑅𝑝,𝑞
2 (𝜆)

𝑆𝑝(𝜆)𝑆𝑞(𝜆)
] → 𝑚𝑎𝑥

𝜆
     (11) 

 

при ограничении (9). 

Решение каждой из задач (10) - (12) направлено на определение информативных 

наборов признаков, улучшающих разделимость заданных классов, что, в конечном итоге, 

повышает эффективность системы распознавания при соблюдении ограничения на общую 

сумму стоимостей технических средств наблюдений. Причем допустимой областью 

решений этих задач является подмножество вершин единичного гиперкуба, число которых 

равно 𝐶𝑁
ℓ . 

Один из предлагаемых в [11] методов решения задач (10)-(12) основан на построении 

непрерывного аналога для задачи дискретной оптимизации. В этом случае вместо 

дискретной задачи 

  

{

𝐼(𝜆) → 𝑒𝑥𝑡𝑟
𝜆
,

∑ 𝜆𝑖
𝑁
𝑖=1 = ℓ;

𝜆𝑖 ∈ {0,1}

           (12) 

 

решается задача непрерывной оптимизации 

 

{

𝐼(𝜆) → 𝑒𝑥𝑡𝑟
𝜆
,

∑ 𝜆𝑖
𝑁
𝑖=1 = ℓ;

𝜆𝑖 ∈ [0,1],

          (13) 

 

в которой параметры 𝜆𝑖 могут принимать произвольные значения из отрезка [0,1]. 

Очевидно, что такая замена имеет смысл в том случае, если функционал 𝐼(𝜆), 

определенный для дискретных значений 𝜆𝑖, имеет свое очевидное и естественное 

продолжение на непрерывный случай. 

Если решением задачи (14) является некоторый вектор 𝜆∗, то решением задачи (13) 

будет считаться такой вектор 𝜆0, у которого компоненты, соответствующие ℓ 

максимальным компонентам 𝜆∗, равны 1, а остальные -0. 

Задача (14) является классической задачей нелинейного программирования и ее 

решение можно получить, привлекая различные численные методы [12]. В [11] для решения 

задачи (14) предварительно вводятся соответствующие штрафные функции, а затем 
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используется градиентный метод оптимизации. Преимущество данного подхода к 

определению информативного набора признаков по сравнению с рассмотренными выше 

методами частичного перебора заключается в надежности получаемых результатов, 

которая обеспечивается использованием хорошо развитого математического аппарата 

численных методов оптимизации.  

Завершая рассмотрение наиболее распространенных методов выбора признаков, 

следует отметить, что, несмотря на достигнутые результаты, решение задачи определения 

информативных наборов признаков и поныне не потеряло своей актуальности в связи с 

расширением сферы применения методов распознавания образов для решения новых 

прикладных задач со специфическими особенностями. Эффективному использованию 

известных методов выбора информативных наборов признаков при решении таких задач 

препятствует ряд проблем. Одна из них связана с выбором наиболее подходящей для 

конкретной задачи комбинации метода и критерия, т.е. фиксированием для этой задачи 

такой пары метода и критерия, при использовании которых минимизируются 

вычислительные затраты и улучшается качество распознавания.  
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